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Cap´ıtulo 1
INTRODUCCIO´N
Siendo las matema´ticas una ciencia exacta del conocimiento que vive su
realidad a partir de procesos de abstraccio´n que ante la mirada fr´ıa de per-
sonas ajenas a esta disciplina carecen de sentido lo´gico y aplicabilidad, surge
la necesidad de realizar estudios acerca de co´mo ensen˜ar aspectos de esta
disciplina, de manera que capte la mirada de personas ajenas y participes de
la misma. Por tal razo´n para nosotros es esencial que en este trabajo se haga
evidente para cualesquier persona, que una estructura matema´tica puede ser
analizada en detalle a partir de diversas metodolog´ıas, que aunque aparenten
estar aisladas del rigor que caracteriza esta disciplina, en realidad ayudan al
desarrollo de comportamientos matema´ticos. As´ı pues damos a entender que
existe la necesidad de ambientar la ensen˜anza de las matema´ticas, a partir
de nuevas metodolog´ıas que permitan relacionar lo riguroso de la disciplina,
con diversos aspectos lu´dicos que garanticen el acercamiento de esta hacia las
personas. Por tal razo´n aclaramos que el desarrollo de este estudio lo toma-
remos como una oportunidad de buscar ese acercamiento que en reiteradas
ocasiones suele ser tan dif´ıcil, siendo nuestra idea de trabajo, idear maneras
diferentes de ensen˜ar comportamientos, caracter´ısticas y propiedades ma-
tema´ticas, que se encuentran inmersas en alguna estructura matema´tica.
Para llevar a cabo lo anterior, en nuestro estudio utilizaremos dos cuerpos
geome´tricos que reciben el nombre de Banda de Mobius y Botella de Klein.
El primero de estos lo relacionaremos con diferentes maneras de representar
la Botella de Klein, y siendo la botella el cuerpo central de nuestro estudio,
debemos resaltar que de manera ana´loga utilizaremos procesos que describan
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las propiedades de la cinta para verificar las propiedades propias de nuestro
cuerpo de estudio, la Botella de Klein. As´ı pues en nuestro trabajo realizare-
mos apreciaciones sobre los comportamientos que este objeto encierra desde
un punto de vista dida´ctico, en el que se involucren todos los conceptos ma-
tema´ticos que el propio nombre de esta estructura sugiere, aunque se debe
aclarar, que estos sera´n trabajados de una manera no tan rigurosa, siendo
este el punto de partida para pensar en que este trabajo se haga atractivo
para todo pu´blico.
Cap´ıtulo 2
OBJETIVOS
2.1. Objetivo general
Verificar por medio de materiales dida´cticos y proyecciones de software,
las propiedades y el comportamiento de la Botella de Klein.
2.2. Objetivos espec´ıficos
Comprobar por medio de cortes en la superficie de representaciones de
la Botella de Klein, si los cuerpos que de esta se desprenden conservan
las propiedades del objeto inicial.
Utilizar proyecciones de software matema´tico para verificar si existen
figuras geome´tricas que sometidas a deformaciones continuas, generan
objetos geome´tricos con ide´nticas propiedades a las de una Botella
Klein.
Utilizar diferentes representaciones de la Botella de Klein para hacer
evidente el encamamiento que genera la Cinta de Mobius.
Evaluar los resultados obtenidos teniendo en cuenta las estrategias me-
todolo´gicas aplicadas para el estudio de las propiedades y el comporta-
miento de la Botella de Klein.
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Cap´ıtulo 3
MARCO CONCEPTUAL
El te´rmino topolog´ıa se utiliza para identificar un a´rea de la matema´tica
que estudia la continuidad y otros conceptos originados a partir de ella. Tra-
ta de una especializacio´n vinculada a las propiedades y caracter´ısticas que
poseen los cuerpos geome´tricos y que se mantienen sin alteraciones gracias a
cambios continuos, con independencia de su taman˜o o apariencia.
Cabe resaltar que las funciones continuas de la matema´tica son aquellas que
en los puntos cercanos del dominio, experimentan pequen˜as variaciones en
los valores. A nivel gra´fico, estas funciones suelen estar en condiciones de di-
bujarse sin necesidad de levantar el la´piz del papel, que se utiliza para trazar
su grafo.
La topolog´ıa, por lo tanto, es la especializacio´n que hace foco en el estudio
de las funciones continuas y los espacios topolo´gicos. Esta disciplina trabaja
con los objetos de distintas formas, siempre que no se interrumpa la men-
cionada continuidad. En palabras del lenguaje cotidiano, podr´ıa decirse que
la topolog´ıa tiene permitido doblar, estirar, retorcer o encoger los elementos,
pero sin quebrarlos ni segmentar aquello que este´ unido ni pegar lo que este´
separado. Por tal razo´n, a nivel topolo´gico, un tria´ngulo es lo mismo que una
circunferencia (uno puede ser transformado en el otro de manera continua,
sin necesidad de cortar o pegar), mientras una circunferencia nunca puede
ser transformada en un segmento, ya que dicha transformacio´n requerir´ıa de
romper la continuidad de la figura.
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Pensando en esta idea intuitiva de lo que es la topolog´ıa, se debe resaltar
una aplicacio´n topolo´gica denominada homeomorfismo, que se define como
una aplicacio´n entre espacios topolo´gicos, genera´ndose una funcio´n uno a uno
continua (donde su inversa es continua), que cumple con la particularidad de
conservar las propiedades propias de los espacios luego de encontrarse bajo la
accio´n de esta aplicacio´n. En este caso los dos espacios topolo´gicos se dicen
que son homeomorfos.
De modo intuitivo, el concepto de homeomorfismo refleja co´mo dos espacios
topolo´gicos son los mismos vistos de otra manera: permitiendo estirar, doblar
o cortar y pegar. Sin embargo, los criterios intuitivos de estirar, doblar, cor-
tar y pegar, requieren de cierta pra´ctica para aplicarlos correctamente. As´ı
deformar un segmento de l´ınea hasta un punto no esta´ permitido, o contraer
de manera continua un intervalo hasta un punto, es otro proceso topolo´gico
de deformacio´n llamado homotop´ıa.
Otro concepto topolo´gico que encierra un criterio de deformaciones topolo´gi-
cas, es aquel que recibe el nombre de encamamiento o encaje, ma´s propia-
mente, el encamamiento de un objeto que se encuentra inmerso en un espacio,
y es llevado o transformado a otro, para generar una nueva estructura. Lo
anterior sugiere aclarar que en matema´ticas, un encaje o encamamiento es
una instancia de alguna estructura matema´tica contenida dentro de otra ins-
tancia matema´tica, tal como puede ser un grupo que es un subgrupo de un
grupo. Este se define segu´n la categor´ıa que estemos hablando, por eso pode-
mos hablar de encajes topolo´gicos, encajes algebraicos, encajes geome´tricos,
entre otros ma´s.
Luego de haber expuesto una idea muy superficial de lo que es la topolog´ıa, y
de algunas nociones de la misma tales como homeomorfismos, encamamientos
o encajes, centraremos nuestro estudio en un extraordinario cuerpo geome´tri-
co llamado Botella de Klein. Este objeto tiene la particularidad de poseer en
su estructura nociones topolo´gicas como las descritas anteriormente, por tal
motivo, nuestro foco de estudio estara´ centrado en las nociones de encama-
miento u homeomorfismo, siendo necesario trabajar estos conceptos a partir
de deformaciones en la botella. Cabe resaltar que las deformaciones que men-
cionamos anteriormente, sera´n representadas bajo la accio´n de materiales y
12 CAPI´TULO 3. MARCO CONCEPTUAL
software, tales como tela, foamy, proyecciones de youtube, entre otros, todo
con la finalidad de hacer evidente el proceso de deformaciones continuas en
las que se preservan las propiedades iniciales de un objeto, haciendo alusio´n
en efecto, a las nociones topolo´gicas de continuidad, encamamientos, homeo-
morfismos, entre otros. Cabe aclarar que debemos ser muy cuidadosos con el
termino deformacio´n, pues si lo que queremos es estudiar este objeto desde
un punto de vista topolo´gico, estas alteraciones jama´s podra´n ir en contra de
la nocio´n de continuidad, sugiriendo que las transformaciones que realicemos
en la superficie de la Botella de Klein sean continuas en todo momento, es
decir, que en ningu´n momento generemos rupturas en la superficie del obje-
to que sometamos a alteraciones. Por lo tanto podemos asegurar que si en
algu´n momento de nuestro estudio las deformaciones que realicemos atentan
contra el concepto de continuidad, nuestro objeto dejar´ıa de ser la Botella de
Klein, convirtie´ndose este en un cuerpo diferente, ya que su estructura ser´ıa
otra. Por tal motivo, si en algu´n momento debemos recurrir a deformaciones
que atenten en contra de la nocio´n descrita de continuidad, haremos saber
al lector que en efecto utilizaremos este nuevo objeto como una representa-
cio´n de la Botella de Klein (ma´s no como ella), todo con el fin de cumplir
los objetivos que trazamos para nuestro estudio. As´ı pues, para verificar que
la botella en efecto describe las nociones descritas anteriormente, lo prime-
ro que haremos sera´ reconocer el cuerpo geome´trico llamado Cinta o Banda
de Mobius (cuerpo geome´trico que verifica homeomorfismo, encamamiento o
encajes, entre otras nociones topolo´gicas; de las cuales acogeremos en esen-
cia las nociones topolo´gicas de encamamiento y continuidad bajo el criterio
de deformaciones sobre una superficie), y a partir de este, realizaremos un
estudio detallado de las caracter´ısticas, comportamientos y propiedades que
la Botella de Klein describe.
3.1. Cinta de mobius
Esta banda como tambie´n es conocida, puede construirse tomando una
tira de papel rectangular y uniendo sus extremos luego de dar media vuelta
(giro de 180◦) a uno de ellos. Su superficie tiene una sola cara, un solo borde,
tiene la propiedad de no ser orientable y de ser una superficie reglada1. Esta
superficie fue descubierta inicialmente por el matema´tico August Ferdinand
1Una superficie reglada, en geometr´ıa, es la generada por una recta, denominada gene-
ratriz, al desplazarse sobre una curva o varias, denominadas directrices.
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Mobius, y posteriormente, complementada por el matema´tico Johann Bene-
dict Listing en el an˜o 1858.
Las principales propiedades que la Cinta de Mobius describe, pueden resu-
mirse en el listado que se muestra a continuacio´n:
Es un cuerpo geome´trico que posee una sola cara.
Es una estructura que posee un solo borde.
Es un objeto no orientable.
Si se corta una Cinta de Mobius a lo largo, se obtienen resultados di-
ferentes, segu´n do´nde se efectu´e el corte.
Cada una de estas propiedades tiene repercusiones inmediatas en nuestro
estudio, pues son estas las que permitira´n verificar las propiedades de la
Botella de Klein, haciendo uso particular de la nocio´n de encaje topolo´gico
producto de deformaciones que realicemos sobre una superficie.
Esta forma geome´trica llamada Cinta de Mobius se utiliza frecuentemente
como ejemplo en topolog´ıa, ya que con este objeto, se hace fa´cil entender
porque se dice que esta rama de las matema´ticas estudia cuerpos geome´tricos
en el que permanecen inalteradas sus propiedades, luego de realizar en ellos
transformaciones continuas. Esta u´ltima descripcio´n sera´ sometida a estudio,
cuando concentremos nuestra atencio´n en las caracter´ısticas de la Cinta de
Mobius. Adema´s, cabe agregar que topolo´gicamente, la Banda de Mobius
puede definirse como el cuadrado que se genera por el producto [0, 1] X [0, 1],
que tiene sus aristas superior e inferior identificadas a partir de la topolog´ıa
cociente2, bajo la siguiente la relacio´n:
(x, 0) ∼ (1− x, 1) para 0 ≤ x ≤ 1
2En matema´ticas, la topolog´ıa cociente consiste intuitivamente en crear una topolog´ıa
pegando ciertos puntos sobre otros, en un espacio dado, por medio de una relacio´n de
equivalencia bien definida, siendo el nuevo espacio generado, aquel que recibe el nombre
de espacio cociente. Algunos ejemplos reconocidos para analizar este concepto, suelen ser
el toro matema´tico o la Cinta de Mobius.
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Ahora bien, observamos que en la descripcio´n anterior se hace referencia a un
cuadrado que se altera bajo la accio´n de un producto de la topolog´ıa cociente.
Pues bien, esta forma cuadrada sera´ aquella que utilizaremos para generar
nuestro objeto de estudio; la Botella de Klein. Para tal fin recurriremos a
deformaciones o manipulaciones en la superficie de la estructura cuadrada3
que se muestra a continuacio´n.
Figura 3.1: Forma cuadrada que se puede transformar en una Cinta de Mobius
Podemos notar co´mo se hace referencia en el cuadrado para generar la Cinta
de Mobius. Este a su vez recibe el nombre de pol´ıgono o cuadrila´tero, y sera´
el gestor principal en la construccio´n de la Botella de Klein. Por tal razo´n, se
hace necesario centrar gran atencio´n a la banda como herramienta vital para
verificar las propiedades inmersas en nuestro objeto de estudio. Por u´ltimo,
resaltamos que la banda y botella son cuerpos ana´logos, pues en ambos casos
encontraremos que no se distinguen caras interiores o exteriores a sus super-
ficies.
As´ı pues, siendo banda y botella objetos ana´logos, verificaremos si en efecto
la Cinta de Mobius es una superficie que genera encamamiento, ma´s precisa-
mente, si la banda es una instancia matema´tica que puede ser conservada en
una nueva estructura matema´tica llamada Botella de Klein. Si esto es cierto,
dir´ıamos entonces que la cinta genera la botella, por tal razo´n, nos vemos en
la obligacio´n de estudiar ana´logamente ambos cuerpos en procura de verifi-
car las propiedades de nuestro objeto geome´trico de estudio. Por tal motivo
iniciaremos nuestro estudio con una breve descripcio´n del comportamiento,
caracter´ısticas y propiedades que encierra la botella.
3Figura extra´ıda de la pa´gina web con direccio´n
http://www.squaring.net/sq/sm/sm.html
Cap´ıtulo 4
REFERENTES TEO´RICOS
4.1. Algunas investigaciones en este campo
La serie de documentos, art´ıculos e investigaciones que se relacionara´n a
continuacio´n, son aquellas que a nuestro juicio involucran aspectos en comu´n
con el trabajo que hemos desarrollo, dando a entender que en estos escritos,
se halla informacio´n valiosa que esta´ estrictamente relacionada con los con-
ceptos, metodolog´ıas y estructuras matema´ticas que desenvuelven nuestro
trabajo.
Existe un art´ıculo escrito por la doctora en matema´ticas Martha Ma-
cho Stadler, quien actualmente labora como docente de geometr´ıa y
topolog´ıa, en la Universidad del Pa´ıs Vasco - Euskal Herriko Uniber-
sitatea. Dicho art´ıculo se titula como “La botella de Klein: Geometr´ıa
palindro´mica”, siendo este un art´ıculo en el que se relacionan algunas
propiedades que posee la Botella de Klein a partir del cuento “Botella
de Klein de Juan Jose´ Arreola”.
En la Universidad Tecnolo´gica de Pereira, se encuentra una investiga-
cio´n realizada en el an˜o 2013 por los licenciados Andre´s Trujillo Arias
y Diana Mar´ıa Osorio Cardona, cuyo nombre titula “Experiencia To-
polo´gica en grados cuarto, quinto y sexto, de la educacio´n ba´sica”. Dicha
investigacio´n trata sobre la aplicacio´n de diversas actividades escolares
que involucran nociones topolo´gicas, como exterior, interior, frontera,
continuidad, entre otras, y algunas estructuras matema´ticas como lo
son la Cinta de Mobius y la Botella de Klein.
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Existe un art´ıculo publicado en el sitio web “Tras la Cola de la Rata”,
escrito por Juan Camilo Betancur, estudiante de Ingenier´ıa F´ısica de la
Universidad Tecnolo´gica de Pereira, cuyo nombre titula “Una Botella
sin interior”. En dicho art´ıculo se puede encontrar una explicacio´n del
porque´ siendo esta una superficie cerrada, no posee interior. Adema´s
podemos encontrar una buena explicacio´n sobre co´mo generar una Bo-
tella de Klein, a partir de la unio´n de dos Cintas de Mobius.
Cap´ıtulo 5
METODOLOGI´A DEL
PROYECTO
Este estudio que realizamos acerca del comportamiento y propiedades de
la Botella de Klein, forma parte de un macro proyecto en objetos con pro-
piedades topolo´gicas que se lidera en la universidad tecnolo´gica de Pereira
con el grupo de investigacio´n GEDNOL, que cuenta bajo la supervisio´n y
acompan˜amiento del Dr. Pedro Pablo Ca´rdenas Alzate. Por tal motivo en al-
gunos momentos de nuestro estudio recurriremos a situaciones descritas para
otros objetos que actualmente son foco de investigacio´n de nuestro grupo de
trabajo. Uno de estos objetos es conocido con el nombre de cinta o banda
de Mobius, y es un componente esencial para la verificacio´n de las propie-
dades y el comportamiento de nuestro cuerpo geome´trico de estudio, con lo
cual damos a entender que reiteradamente acudiremos a las caracter´ısticas
propias de este objeto, para recrear diversas maneras de hacer evidentes las
caracter´ısticas propias de la Botella de Klein.
Para llevar a cabo los objetivos trazados de este trabajo, acudiremos a la
implementacio´n de materiales manipulables tales como cartulina, plastilina,
papel traslucido, vidrio, tela, e inclusive implementaremos entre otros, el
uso de software que permita verificar visualmente comportamientos y carac-
ter´ısticas de la botella. Tambie´n cabe resaltar que para nosotros es todo un
reto trabajar este objeto que cuenta con una gran variedad de propiedades
que se desprenden a partir de nociones matema´ticas de la topolog´ıa, ya que
la idea radica en que al momento de hacer la lectura de este trabajo, este sea
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apto para todo pu´blico, es decir, nuestra labor consiste en generar un espacio
en el que cualquier persona que se interese en conocer la Botella de Klein,
pueda hacerlo a trave´s de este escrito sin necesidad de omitir conceptos como
los de orientabilidad, continuidad, entre otros ma´s que forman el construc-
to teo´rico de nuestro cuerpo geome´trico de estudio. Por tal motivo nuestro
trabajo tendra´ informacio´n matema´tica que sera´ recreada para que personas
con o sin formacio´n en el estudio de las matema´ticas, adquieran una idea de
lo que es en realidad este objeto.
Nuestra metodolog´ıa de trabajo no esta´ vinculada al disen˜o de actividades
que involucren acciones directas del lector para la adquisicio´n de un con-
cepto, propiedad o comportamiento de la botella, tampoco se regira´ por la
realizacio´n de encuestas o metodolog´ıas similares a trabajos de gabinete, re-
daccio´n, revisio´n, sistematizacio´n, ana´lisis de contenidos, por el contrario,
nuestra metodolog´ıa consiste en desglosar totalmente las caracter´ısticas y
comportamientos de la botella, dando a entender que bajo ninguna circuns-
tancia pediremos a las personas que realicen manipulaciones o actividades
para que por cuenta propia hagan evidente alguna propiedad como lo es por
dar un ejemplo, la de ser un objeto que carece de borde en su superficie.
La descripcio´n anterior sugiere que en este espacio el lector comprendera´ los
comportamientos, caracter´ısticas y propiedades de la Botella de Klein sin
necesidad de interactuar directamente con ella. Para esto en el trabajo se
describira´ porque se dice que la Botella de Klein es una superficie que po-
see una sola cara y un solo borde, porque es producto del encamamiento
de la cinta o banda de Mobius, porque tiene la propiedad de ser un objeto
no orientable, porque se encuentra inmersa en un espacio mayor al de tres
dimensiones, para as´ı finalmente obtener conclusiones acerca de este objeto.
Pues bien, para lograr todo lo que acabamos de mencionar trabajaremos con
dos objetos similares en disen˜o pero diferentes en su estructura, donde ambos
sera´n los pilares que fundamentara´n nuestro estudio, a los cuales en su mo-
mento el lector hara´ su distincio´n bajo los nombres de Botella de Klein que se
interseca a s´ı misma y Botella de Klein. Siendo estos cuerpos fundamentales
para lograr los objetivos trazados inicialmente, es de esperar que todas las
manipulaciones que hagamos en nuestro trabajo recaigan sobre estos, siendo
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ma´s precisos, todo lo que este´ relacionado con el uso de materiales como los
descritos con anterioridad, sera´n utilizados directamente en las representacio-
nes de ambas botellas para lograr identificar propiedades, comportamientos
y caracter´ısticas propias de estas. Por u´ltimo se debe resaltar que cuando
mencionamos en nuestra metodolog´ıa el uso de software, haremos uso de ma-
terial existe en internet, siendo nuestro toque de originalidad el encargado
de hacer distincio´n entre algo que ya existe (proyecciones) y la manera en
que lo usemos para dar explicacio´n acerca de algu´n concepto, propiedad o
comportamiento relacionado con la botella.
Cap´ıtulo 6
MARCO TEO´RICO
6.1. Botella de Klein
La Botella de Klein fue descrita por primera vez en 1882 por el matema´ti-
co alema´n Fe´lix Klein. El nombre original del objeto no fue el de botella de
Klein (en alema´n Kleinsche Flasche), sino el de superficie de Klein (en alema´n
Kleinsche Fla¨che). El traductor de la primera referencia al objeto del alema´n
al ingle´s confundio´ las palabras. Como la apariencia de la representacio´n tri-
dimensional recuerda a una botella, casi nadie se dio cuenta del error.
En topolog´ıa, una Botella de Klein es una superficie no orientable abierta
cuya caracter´ıstica de Euler es igual a 0, es decir, no tiene interior ni exte-
rior. Otros objetos no orientables relacionados son la banda de Mobius y el
plano proyectivo real. Mientras que una Cinta de Mobius es una superficie
con borde, una Botella de Klein no tiene borde. Tampoco lo tiene una esfera,
aunque esta s´ı es orientable.
Ahora pensemos lo siguiente, ¿se puede construir una superficie cerrada que
tenga una sola cara, en la que dentro y fuera signifiquen lo mismo? No es
fa´cil de imaginar, pero se puede construir. Primero debemos construir un
toro, que es el nombre matema´tico de un donut. Para esto debemos construir
un cuadrado y plegarlo hasta obtener un cilindro. Luego lo estiramos pegan-
do sus extremos hasta obtener la forma de un donut. Sin embargo, si cuando
tenemos el cilindro, en lugar de estirar los extremos y pegarlos formando una
rueda, introducimos uno de los extremos a trave´s del propio cilindro, se ob-
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tiene una extran˜a superficie que se denomina Botella de Klein. (Realmente
las gra´ficas de la Botella de Klein son representaciones en nuestro espacio
tridimensional de un objeto que habr´ıa que imaginar en un espacio ma´s com-
plejo, donde la interseccio´n al atravesar el tubo a s´ı mismo no se dar´ıa).
Veamos de manera detallada su construccio´n. Comenzamos con un cuadrado,
y pegamos los bordes coloreados que se observan en la figura 6.1, de modo
que las flechas coincidan. Ma´s formalmente, la Botella de Klein es el cociente
del cuadrado [0, 1] X [0, 1] con sus bordes identificados por la relacio´n:
(0, y) ∼ (1, y) para 0 ≤ x ≤ 1, y (x, 0) ∼ (1− x, 1) para 0 ≤ x ≤ 1
Figura 6.1: Pol´ıgono fundamental de la botella de Klein.
Como podemos observar en la figura1, la descripcio´n anterior asume la cons-
truccio´n de la botella con gran rigor matema´tico, dando a entender que de
alguna manera, esta se puede generar mediante el cuadrado con el cual se
hizo referencia a la construccio´n de la Cinta de Mobius, siendo el proceso de
deformacio´n de una superficie, la forma en que analizaremos dicha descrip-
cio´n. Ahora bien, como ambos cuerpos son ana´logos (cinta-botella), entonces
este pol´ıgono que se constituye como el fundamental para la generacio´n de
nuestro objeto de estudio, debe ser deformado hasta adquirir la forma de la
Botella de Klein, hacie´ndose necesario recordar, que bajo ninguna circuns-
tancia las deformaciones que realicemos pueden ir en contra de la nocio´n de
continuidad. Si por alguna razo´n trata´ramos de hacer visible nuestro objeto
a partir de transformaciones que violenten la nocio´n de continuidad descrita
1Figura extra´ıda de la pa´gina web con direccio´n
https://culturacientifica.com/2015/12/09/la-botella-de-klein-geometria-palindromica/
22 CAPI´TULO 6. MARCO TEO´RICO
con anterioridad, el resultado no ser´ıa el deseado, pues al realizar las de-
formaciones requeridas en el cuadrado, generar´ıamos un cuerpo geome´trico
donde la interseccio´n al atravesar el tubo a s´ı mismo se dar´ıa, o al menos
eso creemos. Para clarificar esta descripcio´n, resaltamos que si un objeto se
interseca a s´ı mismo, esta genera rasgaduras, an˜adiduras o rupturas en su
superficie, por tal motivo topolo´gicamente el cuerpo geome´trico sufrir´ıa al-
teraciones, convirtie´ndose en un objeto diferente al inicial. Por tal razo´n la
descripcio´n que se hizo acerca de la construccio´n de la Botella de Klein resul-
ta dif´ıcil de entender, puesto que en ella se encuentra inmersa la interseccio´n
de la superficie (no obstante, existe un modo de visualizar la Botella de Klein
como una figura geome´trica que no se auto interseca). Para hacer evidente la
descripcio´n anterior, debemos pegar las flechas rojas del pol´ıgono fundamen-
tal, (lados derecho e izquierdo) obteniendo un cilindro, a su vez, para pegar
los extremos de manera que las flechas de los c´ırculos coincidan, pasamos un
extremo por el lado del cilindro. De inmediato observamos que esto genera
auto interseccio´n circular. En la siguiente figura2, podemos visualizar en la
parte resaltada en color rojo, a que hacemos referencia con el te´rmino inter-
secar (auto interseccio´n circular).
Figura 6.2: Inmersio´n de la Botella de Klein en tres dimensiones
Como el problema radica en la auto interseccio´n que se genera en la super-
ficie de la botella, debemos idear una manera de representar este objeto sin
2Figura extra´ıda de la pa´gina web con direccio´n
https://matematicascercanas.com/2016/08/20/botella-de-klein/
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necesidad de generar el agujero que resaltamos en la figura 6.2. Para este
fin debemos imaginar que empujamos suavemente un trozo de tubo que con-
tiene dicha interseccio´n fuera del espacio tridimensional original (siendo una
analog´ıa u´til considerar una curva que se auto interseca en el plano; las inter-
secciones se pueden eliminar levantando una l´ınea fuera del mismo). Dicha
interseccio´n contenida en un espacio diferente al de tres dimensiones, permite
asegurar que la Botella de Klein es un cuerpo que se encuentra inmerso en un
espacio diferente al tridimensional, por tal motivo, la inmersio´n de una nue-
va dimensio´n en la estructura y disen˜o de la Botella de Klein, resultara´ u´til
para verificar las propiedades y el comportamiento de la misma. A partir de
esta inmersio´n, podremos estudiar si en efecto este cuerpo geome´trico carece
de borde, es no orientable, se encuentra inmerso en un espacio mayor al de
tres dimensiones, es el resultado del encamamiento de la Banda de Mobius,
es una superficie que no se interseca a s´ı misma, entre otras. As´ı pues, se
hace necesario estudiar las propiedades de la Botella de Klein producto de
su inmersio´n en el espacio de tres dimensiones, para posteriormente, realizar
el estudio de la superficie que esta´ inmersa en un espacio diferente al de tres
dimensiones, es decir, el cuerpo geome´trico que no se interseca a s´ı mismo.
Para lograr tal fin iniciaremos nuestro estudio haciendo distincio´n entre una
Botella de Klein que se interseca as´ı misma y una que no lo hace.
6.2. Botella de Klein que se interseca a s´ı mis-
ma
Figura 6.3: Inmersio´n de la Botella de Klein en tres dimensiones
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Se hace evidente que para generar este objeto3 fue necesario hacer un
orificio en la parte resaltada de la figura. A este tipo de objeto lo llamare-
mos Botella de Klein que se interseca a s´ı misma. Para comprender a que
hacemos referencia con el te´rmino intersecar a s´ı misma, debemos centrar
nuestro estudio en la seccio´n resaltada en color rojo del objeto. Para tal fin
acudiremos a diferentes maneras de representar este cuerpo, implementando
el uso de materiales como papel, acetato, tela y proyecciones de software, que
permitan asociar construcciones semejantes de esta botella.
Una de las maneras de generar una representacio´n para este cuerpo geome´tri-
co es mediante el desarrollo de planos, los cuales pueden ser asociados, con
la secuencia de figuras que se expone en la figura 6.2, donde estas a la vez,
permiten su desarrollo a partir de deformaciones continuas que sera´n rea-
lizadas en el pol´ıgono fundamental de la Botella de Klein; siendo este el
cuadrado descrito para la figura 6.1. Para dar inicio a la generacio´n de dicha
representacio´n, lo primero que haremos sera´ proyectar el pol´ıgono fundamen-
tal (cuadrado), para posteriormente someterlo a manipulaciones continuas.
Para esto utilizaremos proyecciones del software utilizado en el video4 de
youtube titulado “Topolog´ıa, Botella de klein, banda de moebius”, como se
muestra a continuacio´n.
Figura 6.4: Pol´ıgono fundamental de la Botella de Klein
3Figura extra´ıda de la pa´gina web con direccio´n
http://www.madrimasd.org/blogs/matematicas/tag/botella-de-klein
4Video “Topolog´ıa, Botella de Klein, banda de Mobius”, extra´ıdo de youtube, publicado
en el 2007 y con direccio´n web https://www.youtube.com/watch?v=BQayK3xtN-8.
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Esta primera proyeccio´n del software utilizado en el video“Topolog´ıa, Botella
de klein, banda de moebius”, permite visualizar el pol´ıgono fundamental de
la Botella de Klein. A partir de este generaremos una representacio´n para la
botella que sera´ llevada a cabo en el orden de las deformaciones planteadas
en la secuencia de la figura 6.2, por lo tanto, la primera manipulacio´n consiste
en prolongar los extremos del cuadrado hasta que este logre adquirir forma
cil´ındrica (como se indica en dicha figura). Para tal fin, utilizaremos nueva-
mente proyecciones del software utilizado en el video de youtube “Topolog´ıa,
Botella de Klein, banda de Mobius”, como se muestra a continuacio´n.
Figura 6.5: Deformacio´n del pol´ıgono fundamental de la Botella de Klein.
Luego de verificar que este pol´ıgono admite deformaciones, y que producto
de estas adquiere forma cil´ındrica, continuaremos con el orden de las mani-
pulaciones planteadas en la figura 6.2. Para esto nuevamente deformaremos
la superficie del cuadrado (pol´ıgono fundamental de la Botella de Klein),
aplicando una especie de giro o curva en el extremo que se alarga. Para en-
tender esta descripcio´n, nuevamente utilizaremos proyecciones del software
utilizado en el video “Topolog´ıa, Botella de Klein, banda de Mobius” . Cabe
aclarar, que la figura 6.2 esta´ siendo representada a trave´s de las proyecciones
del video mencionado anteriormente, por tal razo´n, esa secuencia de figuras,
debe ser expuesta en su totalidad (iniciando con un cuadrado que se deforma
y terminando en la forma de representacio´n para la botella inmersa en un
espacio de tres dimensiones). Estas nuevas alteraciones se muestran a conti-
nuacio´n.
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Figura 6.6: Alargamiento, giro o curva, en un extremo de la forma cil´ındrica.
Siguiendo con el orden de las alteraciones expuesto en la figura 6.2, podemos
observar que este cuadrado poco a poco adquiere la forma deseada. Nueva-
mente el proceso consiste en realizar manipulaciones sobre la superficie del
pol´ıgono, para lo cual utilizaremos nuevamente proyecciones del software uti-
lizado en el video “Topolog´ıa, Botella de Klein, banda de Mobius”, como se
muestra a continuacio´n.
Figura 6.7: Deformacio´n continua del pol´ıgono fundamental de la botella.
Hasta el momento, en las alteraciones que hemos expuesto sobre el pol´ıgono
fundamental de la Botella de Klein, no ha sido necesario generar rupturas,
an˜adiduras o cortes sobre su superficie, para generar una silueta similar a la
de nuestro objeto de estudio. Como consecuencia, podemos asegurar que las
deformaciones que se han realizado en el cuadrado, han respetado en todo
momento la nocio´n de continuidad, pues podr´ıamos decir que de momento
hemos estirado, dilatado, contra´ıdo, prolongado, entre otras, pero no hemos
enmendando, an˜adido, rasgado o generado rupturas, a nivel de la superficie
del pol´ıgono que se deforma. As´ı pues en consecuencia, desde un punto de
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vista topolo´gico, el objeto de la u´ltima proyeccio´n de la figura 6.7, es exac-
tamente el mismo que el expuesto en la figura 6.4 (cuadrado). Pues bien,
al realizar ma´s alteraciones en el objeto obtenido, nos veremos obligados a
intersecar la superficie del mismo para generar la silueta de la Botella de
Klein que se observa en la figura 6.2. Al igual que en las transformaciones
anteriores, es el software utilizado en el video “Topolog´ıa, Botella de Klein,
banda de Mobius”, la herramienta que permitira´ visualizar que en dicha su-
perficie se hace necesaria su interseccio´n. Para comprender tal descripcio´n, en
la parte resaltada en color rojo de la figura 6.8, haremos evidente la seccio´n
de superficie del objeto que debe intersecarse a s´ı misma.
Figura 6.8: Seccio´n de superficie que se interseca a s´ı misma.
Como observamos en la figura, la seccio´n sen˜alada en rojo hace evidente
que en el proceso de generacio´n de la silueta de la Botella de Klein, se ha-
ce necesaria la ruptura (agujerar) de su propia superficie, siendo esta una
primera instancia que permite darnos una idea de la naturaleza de la bo-
tella que se auto interseca. Ahora bien, en este punto de las deformaciones
podemos asegurar que violentamos la nocio´n de continuidad planteada para
nuestro estudio, es decir, las alteraciones que se realizaron en el objeto de
la figura 6.8, permiten encontrar fisuras alrededor de su superficie debido
a que este se agujera a s´ı misma, por tal motivo, se hace necesario aclarar
que esta circunstancia convierte al cuadrado que estamos deformando, en un
cuerpo topolo´gicamente diferente. As´ı pues, podemos concluir que la silueta
obtenida no es el resultado de transformaciones continuas que se realizan
en el pol´ıgono fundamental de la Botella de Klein. Finalmente, damos por
terminado el ciclo de deformaciones mediante el empalme de los extremos
del cilindro que deformamos. Para observar el resultado final, proyectaremos
nuevamente el software del video “Topolog´ıa, Botella de Klein, banda de Mo-
bius”. La estructura que se obtiene es la siguiente.
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Figura 6.9: Resultado final: Botella de Klein que se interseca a s´ı misma.
Este objeto geome´trico que se genero´ a partir de un cuadrado, respeto´ en gran
parte de las deformaciones realizadas la nocio´n de continuidad, aunque como
sabemos, para dar forma al resultado final se hizo necesario intersecar su su-
perficie. Esta representacio´n para el espacio de tres dimensiones, es aquella
que recibe el nombre de Botella de Klein que se interseca a si misma. Ahora
bien, la inmersio´n para la Botella de Klein en el espacio de tres dimensiones
expuesta en la figura 6.2, no es ma´s que el proceso de manipulaciones que
hemos llevado a cabo sobre su pol´ıgono fundamental, dando entender que
si esta inmersio´n puede ser representada por medio de dicha secuencia de
figuras, entonces este objeto permite su construccio´n mediante el desarrollo
de planos. Ahora bien, para esclarecer esta afirmacio´n, a continuacio´n cons-
truiremos una representacio´n de la Botella de Klein que se auto interseca, en
la que involucraremos la implementacio´n de planos.
6.3. Construccio´n de una Botella de Klein
que se interseca a s´ı misma
Como dijimos en el pa´rrafo anterior, el esquema de deformaciones para
el pol´ıgono fundamental de la Botella de klein que se expone en la figura
6.2, puede ser representado por medio del desarrollo de planos. Estos a su
vez permitira´n verificar que el objeto que con ellos se construye, es un cuer-
po geome´trico inmerso en un espacio de tres dimensiones. Para confirmar la
descripcio´n anterior, desarrollaremos los planos 5 que propone el “libro topo-
5Construccio´n extra´ıda del libro “topolog´ıa desde la infancia”, escrito por Julia´n
Guzma´n Baena , Fernando Mesa y Germa´n Correa Ve´lez, en el an˜o 2010, leccio´n 7, Botella
de Klein.
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log´ıa desde la infancia”, escrito por Julia´n Guzma´n Baena, Fernando Mesa
y Germa´n Correa Ve´lez, docentes de la Universidad Tecnolo´gica de Pereira.
El desarrollo de estos sera´ expuesto a continuacio´n y de manera similar a
lo realizado con las proyecciones del video , la idea consiste en realizar la
descripcio´n de cada componente del plano. Aclaramos que en efecto ninguna
de los componentes del plano obedece a una medida en especial, por lo tanto,
se toma un para´metro de medida a, y a partir de este, se construyen cada
una de sus partes.El primer componente del plano que se describe en dicho
libro recibe el nombre de dentro. Este se muestra a continuacio´n.
Figura 6.10: Componente Dentro del plano
Luego de construir el primer componente del desarrollo de los planos, reali-
zaremos un nuevo elemento que se propone en el libro, este recibe el nombre
de entrada. La figura 6.11 permite evidenciar como realizar su construccio´n.
Figura 6.11: Componente Entrada del plano
Nuevamente proyectaremos un elemento perteneciente al desarrollo de los
planos que se exponen en libro “Topolog´ıa desde la infancia”. Este recibe el
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nombre de cuerpo y para realizar su construccio´n, debemos tener en cuenta
que como estamos construyendo una manera de representar la Botella de
Klein que se interseca a s´ı misma, esta debe evidenciar alguna seccio´n de su
superficie agujerada, ma´s precisamente, lo que se pretende con este elemento
es hacer evidente la ya mencionada auto interseccio´n. Para esto observaremos
la figura 6.12, prestando gran importacio´n a la parte que se resalta en rojo.
Figura 6.12: Componente Cuerpo del plano
Continuando con el desarrollo de los elementos del plano propuestos en dicho
libro, disen˜aremos el elemento que recibe el nombre de arriba. En la siguiente
figura se hace evidente como generar su construccio´n.
Figura 6.13: Componente Arriba del plano
En este punto del desarrollo de los elemento del plano descrito para la figura
6.2, quedan faltando tan solo dos componentes para poder generar el objeto
deseado. Uno de estos dos elementos recibe el nombre de parte horizontal y
se muestra a continuacio´n.
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Figura 6.14: Componente Horizontal del plano
Finalmente, el u´ltimo elemento que expone el libro “Topolog´ıa desde la infan-
cia” recibe el nombre de parte vertical. En la figura 6.15 podemos visualizar
como construirlo.
Figura 6.15: Componente Vertical del plano
Luego de hacer evidente los elementos del plano que permitira´n disen˜ar una
representacio´n de la Botella de Klein que se interseca a s´ı misma, pasaremos
a realizar su construccio´n. Para tal fin utilizaremos acetato, y en nuestro ca-
so, el para´metro de medida a del que se hablo´ anteriormente, correspondera´
a una medida de 10 cm. A continuacio´n haremos evidente el resultado de la
manipulacio´n de los planos implementado el material pla´stico acetato.
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Figura 6.16: Construccio´n en acetato de los elementos del plano
Luego de construir todos los componentes del plano que se describe en el li-
bro “Topolog´ıa desde la infancia”, construiremos la botella mencionada. Para
esto nos apoyararemos de la descripcio´n que se hace en dicho libro acerca de
la manera de unir cada uno de los elementos que disen˜amos. Los pasos a
seguir son los siguientes:
Disen˜ado el elemento dentro, unir sus bordes izquierdo y derecho.
Disen˜ado el elemento entrada, unir sus bordes superior e inferior para
luego unir esta parte 2 con la parte 1.
Disen˜ado el elemento cuerpo, se debe introducir por su cuadrado de
lado a las partes 1 y 2 ya unidas. Luego se unen sus bordes izquierdo
y derecho, y por u´ltimo, se unen las pestan˜as de la base inferior. De
esa unio´n surge un orificio cuadrado de ladoa, por donde se introducen
las pestan˜as de la base inferior de la parte 1 (dentro), y se pegan en
6.3. CONSTRUCCIO´N DE UNA BOTELLA DE KLEIN QUE SE INTERSECA A SI´ MISMA33
el borde de dicho orificio. Por u´ltimo se unen las pestan˜as de la parte
superior (de esa unio´n surge un orificio cuadrado de lado a).
Disen˜ado el elemento arriba, de este se unen los bordes izquierdo y
derecho, para luego pegar las pestan˜as de su base inferior en el borde
del orificio cuadrado del lado a, que se forma en la base superior del
elemento cuerpo.
Disen˜ado el elemento horizontal, se unen sus bordes inferior y superior,
luego este se pega a la parte 4 (arriba).
Disen˜ado el elemento vertical, se unen sus bordes izquierdo y derecho,
y luego esto se pega a las partes 5 y 2, obtenie´ndose la Botella de Klein.
Luego de terminar con las uniones de los planos de acetato que describimos
anteriormente, obtenemos la estructura que mostramos a continuacio´n.
Figura 6.17: Representacio´n de una Botella de Klein que se interseca.
Como se observa en la figura, este objeto presenta un orificio en su super-
ficie que genera un punto comu´n para entrar y salir de e´l (seccio´n sen˜alada
en rojo). Si hacemos una comparacio´n entre este cuerpo y el que describe
la figura 6.3 (botella soplada en vidrio), encontraremos grandes similitudes,
pues ambos cuerpos presentan la descripcio´n inmediatamente anterior y su
u´nica diferencia radica en el material que utilizamos para sus construcciones
(acetato-vidrio), o al menos as´ı aparenta ser. Si la idea es ver este cuerpo
como la Botella de Klein que se interseca a si misma, entonces existe la nece-
sidad de realizar procesos ana´logos entre el objeto de acetato y el de vidrio,
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con el fin de esclarecer si dicha estructura adquiere o no el comportamien-
to de la botella. En caso tal que esta acoja un comportamiento diferente a
la botella de vidrio, podremos asegurar que el disen˜o y desarrollo de estos
planos no generan la botella que se interseca a s´ı misma, siendo consecuen-
cia, desmentir la informacio´n que brinda el libro del cual fue extra´ıda esta
forma de representacio´n. Cabe aclarar que este objeto construido en acetato
lo utilizaremos cuando realicemos el estudio de las propiedades de la Botella
de Klein, dando a entender, que este objeto sera´ de vital importancia para
comprender las propiedades de nuestro cuerpo de estudio.
Hasta el momento todo lo descrito acerca de este objeto nos ha llevado a
representar de diferentes maneras la mencionada auto interseccio´n. En ade-
lante hablaremos de la Botella de Klein como una estructura en la que no
existen rupturas o similares en su superficie. Para esto nos apoyaremos de
las diferentes maneras que existen de representar dicha estructura en el es-
pacio de tres dimensiones, asumiendo esta como si fuese una estructura que
no presenta dicha auto interseccio´n, todo con la finalidad de hacer evidente
su comportamiento, para posteriormente, realizar un paralelo con el cuerpo
geome´trico que no se interseca. A continuacio´n estudiaremos el comporta-
miento y la manera de visualizar una verdadera Botella de Klein.
6.4. Botella de Klein que no se interseca
Esta botella es el producto de deformaciones continuas que se realizan en
la superficie de la Cinta de Mobius, en consecuencia, podemos asegurar que
en este objeto no se generan cortes, intercepciones y dema´s conceptos, que
vayan en contra de la nocio´n topolo´gica de continuidad que describimos para
nuestro estudio. A continuacio´n analizaremos el comportamiento y propie-
dades de este cuerpo. Lo primero que haremos sera´ verificar visualmente que
en efecto una Botella de Klein se genera a partir de deformaciones en una
Cinta de Mobius. Para este fin proyectaremos la silueta de una banda que
sera´ sometida a alteraciones utilizando nuevamente proyecciones del softwa-
re utilizado en el v´ıdeo6 de youtube titulado “Topolog´ıa, Botella de Klein,
Banda de Mobius”
6Resaltamos que las proyecciones de software utilizadas desde la figura 6.18 hasta la
6.21, fueron extra´ıdas del v´ıdeo de youtube titulado “Topolog´ıa, Botella de Klein, Banda
de Mobius”
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Figura 6.18: Proyeccio´n de la silueta de una Cinta de Mobius.
El objeto geome´trico que observamos se deformara´ hasta lograr la forma
deseada. De nuevo el proceso consiste en alterar continuamente el cuerpo,
aunque esta vez el propo´sito sera´ hacer evidente la necesidad que existe de
generar el encamamiento de la banda en la botella. Por tal motivo debemos
ser precisos en que en estas manipulaciones bajo ninguna circunstancia hare-
mos rupturas, an˜adiduras, cortes y dema´s conceptos, que violenten la nocio´n
topolo´gica de continuidad. Las primeras alteraciones que se realizan en la
superficie de esta cinta se hacen evidentes en la figura 6.19.
Figura 6.19: Cinta de Mobius sometida primeras deformaciones.
A partir de este momento debemos retomar las descripciones anteriores sobre
la idea de superficie que se interseca a s´ı misma. Observemos detalladamente
la figura 6.20, centrando toda nuestra atencio´n en la seccio´n de superficie
resaltada en color rojo.
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Figura 6.20: Encamamiento de la Cinta de Mobius en la Botella de Klein.
Con la figura podemos debatir acerca del concepto de encamamiento. Para
efectos de nuestro estudio, diremos que esta nocio´n consiste en an˜adir una
nueva dimensio´n al espacio que conforma un cuerpo geome´trico, siendo es-
ta necesaria precisamente para que la seccio´n sen˜alada de la superficie que
deformamos, adquiera la silueta de la Botella de Klein sin presentar auto in-
terseccio´n. Este es nuestro punto de partida para entender la diferencia entre
el objeto que llamamos Botella de Klein que se interseca a s´ı misma y aquel
al que llamamos Botella de Klein; este aspecto lo analizaremos en detalle ma´s
adelante. Ahora el paso a seguir es continuar con el orden de las alteraciones
del cuerpo geome´trico. Estas deformaciones se muestran a continuacio´n.
Figura 6.21: Resultado final de las deformaciones.
Lo primero que debemos entender es que estas proyecciones que se hacen uti-
lizando el software del v´ıdeo, son representaciones que se hacen en el espacio
de tres dimensiones para un cuerpo que esta´ inmerso en un espacio mayor a
este. Ahora bien, con la figura anterior verificamos que en efecto la Cinta de
Mobius se encama en la Botella de Klein, siendo ma´s precisos, podemos ase-
gurar que para generar nuestro cuerpo geome´trico de estudio necesitamos que
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la banda encajara en una nueva instancia. Esta nocio´n podemos entenderla
como la necesidad de generar una nueva dimensio´n, en el momento en que la
superficie de la banda que se deforma atraviesa la misma (seccio´n sen˜ala en
rojo de la figura 6.20). Para esto debemos asimilar que si an˜adimos una nueva
dimensio´n en la estructura de este cuerpo, esta evitara´ generar cortes con su
propia superficie, trascendie´ndolo a un espacio mayor al que se encontraba y
generando como consecuencia, un cuerpo geome´trico que escapa de nuestra
visualizacio´n y que se genera sin necesidad de auto intersecarse.
Cuando decimos que este objeto escapa a nuestra visualizacio´n, nos referi-
mos a que somos capaces de observar y describir todo aquello que preserve las
caracter´ısticas del espacio de tres dimensiones (un ancho, un largo y una pro-
fundidad), por tal motivo cuando hablamos de la Botella de Klein, solo queda
imaginar cual ser´ıa el resultado de aumentar una nueva dimensio´n sobre su
superficie, puesto que si el cuerpo que se interseca (botella) se encuentra in-
merso en el espacio de tres dimensiones, entonces este que es producto del
encamamiento de la banda, debe estar inmerso en un espacio diferente al que
conocemos. Por tal razo´n de ahora en adelante, cada que hagamos referencia
al encamamiento, nos estamos refiriendo a esa nueva dimensio´n que se hizo
necesaria en la banda, para obtener como resultado esa representacio´n de la
figura 6.3, entendie´ndose esta, como un cuerpo que escapa de cortes, rupturas
o similares en su superficie.
Como nuestro estudio consiste en analizar el comportamiento y las propie-
dades de la Botella de Klein, y para nosotros se hace imposible disen˜ar una
estructura que podamos percibir con estas condiciones (espacio mayor al de
tres dimensiones), en adelante trataremos la representacio´n que se hace en
la figura 6.21 (que se refleja en la botella que fue soplada en vidrio y la cons-
truida en acetato), como aquella superficie que no se interseca a s´ı misma,
producto del encamamiento que genera la Cinta de Mobius. Por tal motivo
para efectos de nuestro estudio, acogeremos ambas representaciones como
si fuesen la verdadera Botella de Klein, siendo estos a la vez, los cuerpos
geome´tricos que nos permitira´n verificar las propiedades que describe nues-
tro cuerpo geome´trico de estudio.
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6.5. Encamamiento de la banda en la Botella
de Klein
Una manera de verificar que una Botella de Klein se obtiene como el
resultado del encamamiento de la Cinta de Mobius, es realizando cortes en
su superficie. Para esclarecer esta afirmacio´n, nos apoyaremos de la infor-
macio´n que brinda el v´ıdeo7 de youtube titulado “Cutting a Klein Bottle in
Half-Numberphile”. Para este fin utilizaremos la botella soplada en vidrio y
analizaremos en detalle el proceso que se expone en la figura 6.22.
Figura 6.22: Corte sobre la superficie de una Botella de Klein de vidrio.
Como observamos, la idea consiste en dividir el objeto en dos partes y veri-
ficar si efectivamente la Botella de Klein es producto del encamamiento de
la cinta. Si recordamos, anteriormente hicimos deformaciones sobre la super-
ficie de la silueta de la banda para generar una representacio´n de la Botella
de Klein, pues bien, si estamos tratando el cuerpo de la figura 6.22 como
tal (representacio´n), es de esperar que ocurra un proceso similar al de las
deformaciones que realizamos sobre la superficie de la banda, es decir, de
alguna manera se debe hacer evidente que en esta botella soplada en vidrio
se encuentre la Cinta de Mobius como consecuencia del encamamiento. Ob-
servemos el resultado que se obtiene luego de realizar dicho corte sobre su
superficie.
7Resaltamos que las figuras 6.22 y 6.23 fueron extra´ıdas de la informacio´n que brinda el
v´ıdeo de youtube “Cutting a Klein Bottle in Half-Numberphile”, que cuenta con direccio´n
web https://www.youtube.com/watch?v=I3ZlhxaT Ko
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Figura 6.23: Resultado del corte en la superficie de la botella de vidrio.
Al culminar el corte sobre la superficie de la botella, encontramos que el
resultado obtenido son dos cuerpos geome´tricos con caracter´ısticas visuales
ide´nticas. Es ma´s, podemos observar que estos cuerpos poseen una estructura
de disen˜o similar al de una Cinta de Mobius. En la parte resaltada en color
rojo de la figura 6.23, observamos una pequen˜a alteracio´n que impide hacer
la precisio´n de que estos cuerpos sean exactamente dos bandas. Ahora bien,
si realizamos manipulaciones como las que hemos realizado anteriormente,
podemos deformar ambos objetos hasta que adopten la forma de dos Cintas
de Mobius. Para aclarar cua´l es nuestra pretensio´n, la idea ser´ıa manipular
los dos cuerpos de vidrio en altas temperaturas hasta lograr que las secciones
sen˜aladas se transformen en las siluetas que exponemos en la figura 6.24.
(figura extra´ıda de la pa´gina web gettyimages).
Figura 6.24: Cintas de Mobius que no presentan alteraciones.
Como sabemos, es posible deformar vidrio en altas temperaturas para cons-
truir figuras. De hecho, nuestra representacio´n de la Botella de Klein es un
objeto construido en vidrio, que fue manipulado a alt´ısimas temperaturas
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para adoptar esa forma, por tal razo´n, las dos estructuras expuestas en la
figura 6.23 (resultados del corte), nuevamente podr´ıan ser sometidas a defor-
maciones que realizadas adecuadamente, adoptar´ıan la forma de los cuerpos
de la figura 6.24. Ahora bien, como es dif´ıcil acceder a este proceso (manipu-
lacio´n del vidrio en altas temperaturas), realizaremos un paralelo entre estas
formas de vidrio y una que simbolizara dichos cuerpos. Para esto disen˜are-
mos cuerpos similares construidos en papel foamy liso como se muestran a
continuacio´n.
Figura 6.25: Representacio´n en foamy del resultado del corte en la botella.
Ahora bien, como la idea consiste en deformar estas estructuras, y adema´s
debemos tener en cuenta que esta representacio´n se disen˜o´ con foamy, enton-
ces la u´nica forma de hacer evidente esta alteracio´n ser´ıa cortando alguna
seccio´n de la superficie del objeto, con la finalidad de que este adquiera la
forma de las dos bandas de la figura 6.24 (aclaramos que cortar cualquier sec-
cio´n de superficie de estos objetos, es un proceso que topolo´gicamente atenta
en contra de la nocio´n de continuidad que hemos planteado desde el inicio de
este trabajo, aunque para esta representacio´n, resulta u´til entenderla como
la manera de deformar continuamente el foamy, dando a entender que en la
estructura de vidrio no es necesario cortar la superficie, si no, manipular de
forma tal que se hiciera evidente el resultado que buscamos sin necesidad
de quitar porciones de vidrio de ella). A continuacio´n hacemos evidente este
corte.
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Figura 6.26: Resultado de la deformacio´n realizada en el foamy.
A esto nos referimos con la deformacio´n de los cuerpos geome´tricos que se
generan luego del corte que se hizo en la botella, pues a partir de la manipu-
lacio´n continua en altas temperaturas de las secciones de superficie resaltadas
en la figura 6.23, se lograr´ıan obtener dos superficies ide´nticas en estructura y
apariencia a la Cinta de Mobius. As´ı pues, con este proceso de deformaciones
se har´ıa evidente que la Botella de Klein se genera producto del encamamien-
to de la Cinta de Mobius, dicho de otra manera, nuestro objeto de estudio
se puede generar con una o con dos bandas que se encajan en ella.
Si lo anterior es cierto, debe existir alguna manera de recrear la botella por
medio de dos bandas que se entrelacen sin necesidad de generar an˜adiduras,
enmendaduras o dema´s conceptos, que atenten contra la nocio´n de conti-
nuidad que hemos expresado constantemente para este cuerpo geome´trico.
Para este fin, lo u´nico que puede hacer posible dicho entrelazamiento es pre-
cisamente el encamamiento del que hablamos anteriormente. Por tal motivo,
de nuevo asumiremos la representacio´n para el espacio de tres dimensiones
de la Botella de Klein, para visualizar que en efecto, esta se genera pro-
ducto del encamamiento de dos cintas. La forma en que emprenderemos su
construccio´n, sera´ a trave´s del disen˜o de una Botella de Klein construida
en tela. Nuevamente debemos recalcar que este disen˜o no es nuestro objeto
de estudio, aunque de nuevo asumiremos esta como una representacio´n del
objeto geome´trico en el cual no se genera interseccio´n alguna. Para este fin,
disen˜aremos dos bandas que verifiquen las propiedades de la Cinta de Mo-
bius, teniendo en cuenta que en la construccio´n de esta superficie adema´s de
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tela, utilizaremos cierres de cremallera; los cuales cumplira´n la labor de re-
presentar el encamamiento que genera la banda en la botella, comporta´ndose
estos como aquella nueva dimensio´n mencionada anteriormente. Esto con la
finalidad de entender la pretensio´n de los cortes en la botella soplada en
vidrio. En la figura 6.27, podemos observar las telas que utilizaremos para
recrear nuestra botella (para llevar a cabo esta descripcio´n, nuevamente nos
apoyaremos de las proyecciones que brinda el v´ıdeo8 de youtube “Cutting a
Klein Bottle in Half Numberphile”).
Figura 6.27: Cintas de Mobius construidas con tela.
Si observamos en detalle los objetos de tela, encontraremos que estos toman
la apariencia y el comportamiento de una Cinta de Mobius. Ahora bien, no-
tamos que estos poseen el cierre que describimos anteriormente, siendo este
precisamente el que utilizaremos para generar la unio´n de ambas bandas. Es-
ta unio´n de las telas se comportara´ como la representacio´n en nuestro espacio
de tres dimensiones, de lo que hemos llamado con anterioridad el encama-
miento de la banda en la botella. Observemos a continuacio´n el proceso de
la unio´n de bandas y la forma que estas adquieren.
8Las figuras 6.27 y 6.28, fueron extra´ıdas de la informacio´n que brinda el
v´ıdeo “Cutting a Klein Bottle in Half Numberphile”, cuya direccio´n web es
https://www.youtube.com/watch?v=I3ZlhxaT Ko
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Figura 6.28: Unio´n de las cintas de Mobius utilizando los cierres de la tela.
De la figura podemos observar que la forma que adquieren estas bandas al
ser entrelazadas, es la de la representacio´n de la Botella de Klein para nues-
tro espacio de tres dimensiones. Esta situacio´n nuevamente sugiere que es
posible generar nuestro cuerpo geome´trico de estudio a partir de dos bandas
de Mobius. Ahora bien, sabemos que este objeto no es precisamente la Bo-
tella de Klein, aunque nuevamente insistimos en que es esta representacio´n
la que permitira´ hacernos una idea de su comportamiento. Luego de aclarar
esta situacio´n, podemos ver que en efecto la botella se forma producto del
encamamiento de la banda, siendo el cierre que se construyo´ con cremallera,
el que toma el papel de la nueva dimensio´n que se hace necesaria para que no
se produzca la interseccio´n de la propia superficie, es ma´s, haciendo visible
por as´ı decirlo, el encaje del que es producto la botella a trave´s del broche
que utilizamos para la tela.
Ahora bien, luego de recrear diferentes maneras de visualizar el disen˜o de
nuestro cuerpo geome´trico de estudio, podemos concluir que existen dos ti-
pos de botellas. La primera de ellas la llamamos Botella de Klein que se
interseca a s´ı misma, la cual tiene la particularidad de generarse a partir de
la construccio´n y el desarrollo de planos o materiales, siendo una consecuencia
inmediata que se encuentre inmersa en nuestro espacio de tres dimensiones.
La segunda la llamamos Botella de Klein que no se interseca a s´ı misma, sien-
do su particularidad la de generarse a partir del encamamiento de la cinta
de Mobius, y por lo tanto, encontrarse inmersa en un espacio diferente al de
tres dimensiones.
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6.6. Propiedades de la Cinta de Mobius
Como ya es claro que nuestro cuerpo geome´trico de estudio es aquel que
escapa de nuestra visualizacio´n e imaginacio´n, y adema´s que este es produc-
to de la cinta de Mobius luego del encamamiento que esta genera hacia la
botella, nos vemos en la obligacio´n de realizar un estudio de las propiedades
y el comportamiento de la banda. Esto con el fin de realizar un paralelo entre
banda y botella, que nos permita reconocer las propiedades de nuestro cuerpo
de estudio. Para esto recordemos que algunas de las propiedades que posee la
Botella de Klein consisten en ser un objeto que no distingue de interior o ex-
terior, un objeto que no tiene borde y un objeto no orientable. Para estudiar
estas propiedades lo primero que haremos sera´ disen˜ar una Cinta de Mobius,
la cual construiremos utilizando una tira de papel en forma rectangular como
se hace evidente en la siguiente figura.
Figura 6.29: Tira de papel rectangular.
Vemos en la figura que la tira de papel rectangular empieza a tomar forma
de cilindro. Si unimos los puntos a y b con el otro extremo de la superficie,
efectivamente generar´ıamos un cilindro. Pues bien, la idea en esta construc-
cio´n es generar un cuerpo diferente. Para disen˜ar ese objeto, realizaremos el
medio giro sobre un extremo de la tira de papel que se indica en la figura
6.30.
Figura 6.30: Medio giro en una tira de papel uniendo sus extremos.
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El objeto geome´trico que obtenemos luego de unir los extremos de la tira de
papel se conoce como Cinta de Mobius. Esta banda posee diversas propieda-
des, aunque para efectos de nuestro estudio, concentraremos nuestra atencio´n
en las siguientes: Es una superficie de una sola cara, posee un u´nico borde,
es no orientable y se encuentra inmersa en un espacio de tres dimensiones.
Para verificar estas propiedades construiremos una banda en la que realiza-
remos cortes y recorridos sobre su superficie. La figura 6.31 permite verificar
la construccio´n de este cuerpo.
Figura 6.31: Cinta de Mobius construida con papel.
Como necesitamos verificar las propiedades descritas anteriormente, lo pri-
mero que haremos sera´ hacer evidente que este objeto posee una u´nica cara,
para tal fin, recorreremos la superficie de la cinta como se muestra a conti-
nuacio´n.
Figura 6.32: Delineando el recorrido a trave´s de la superficie de la banda.
Como se hace evidente, cuando terminamos de delinear la superficie de la
banda con la cinta de color anaranjado, comprobamos que efectivamente se
46 CAPI´TULO 6. MARCO TEO´RICO
logra recorrer la totalidad de su superficie. Esto sugiere que este cuerpo posee
una sola cara. Para dar ma´s claridad, este ser´ıa un objeto de dos caras, si
al momento de encontrarnos con el punto de inicio del recorrido que hicimos
con la cinta anaranjado, se hiciera evidente una cara sin delinear (seccio´n de
superficie en color blanco), y por supuesto, para nuestro objeto encontramos
que al finalizar el recorrido sobre su superficie, es imposible identificar sec-
ciones de la misma sin demarcar con la cinta de color anaranjado.
Ahora bien, para hacer evidente que esta estructura posee un u´nico borde,
realizamos el mismo proceso a trave´s de uno de los aparentes bordes que
posee la banda, siendo estos, la seccio´n de banda que quedo´ sin ser demar-
cada por la cinta de color anaranjado. Como en la figura anterior se hace
dif´ıcil distinguir estos aparentes bordes, no queda otro remedio que disen˜ar
con papel foamy una representacio´n de lo que ser´ıa un zoom alrededor de
la superficie de la banda, con el fin de estudiar el comportamiento de esta
seccio´n de la cinta. En la figura 6.33, hacemos evidente a que nos referimos.
Figura 6.33: Zoom sobre la superficie de la Cinta de Mobius.
Como se observa, al realizar la representacio´n de este zoom encontramos una
gran seccio´n de la banda que denota un color blanco. Esta no forma parte de
su superficie, sino que es parte de los aparentes bordes de este objeto. Esto
lo podemos asegurar debido a que en la figura anterior, hicimos evidente que
la banda que disen˜amos fue cubierta en su totalidad con la cinta de color
anaranjada, en consecuencia, esta franja demarca los mencionados bordes.
Ahora bien, para verificar la cantidad de bordes que esta posee, realizaremos
un nuevo recorrido sobre la superficie de color blanco utilizando un hilo de
color verde. La descripcio´n de este proceso se hace visible en la siguiente
figura.
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Figura 6.34: Recorriendo los aparentes bordes de la banda.
Es claro en la figura que logramos recorrer de manera continua, la totalidad
de la seccio´n de color blanco que demarcaba la banda luego de representar
el zoom. Por lo tanto, aseguramos que en efecto este objeto posee un u´ni-
co borde en su estructura, pues no se distingue en el recorrido que hicimos
sobre los aparentes bordes, secciones de color diferente al verde. As´ı pues,
con estos recorridos que realizamos a trave´s de la superficie y borde de la
banda, podemos garantizar que este es un cuerpo que posee un u´nico borde
y una sola cara. Ahora bien, falta verificar que la cinta es un objeto que no
distingue de orientabilidad, para posteriormente continuar con el ana´lisis y
estudio del comportamiento de la botella.
Para verificar la no orientabilidad de la banda proyectaremos su silueta en
un espacio de tres dimensiones. Para esto utilizaremos una proyeccio´n de
software9 extra´ıda del blog “Pipe Nui”, y representaremos el recorrido que
se genera a trave´s de su superficie como se muestra a continuacio´n.
Figura 6.35: Recorriendo la superficie de la Cinta de Mobius.
9Figura extra´ıda del blog Pipe Nui, publicado el jueves 20 de abril del an˜o 2006, con
direccio´n web http://pipenui.blogspot.com.co/2006/04/?m=1
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De la figura podemos deducir que el recorrido que esta´ realizando la persona
que camina sobre la banda toma una magnitud infinita, es decir, la persona
podr´ıa caminar infinitamente a trave´s de la superficie de la cinta sin darse por
enterada de que esta´ pasando repetidamente por el mismo punto de la ban-
da. Para entender esta situacio´n pensemos en que la banda de la ilustracio´n
toma un taman˜o bastante considerable en longitud, por dar un ejemplo unos
10 kilo´metros, y que adema´s conserva ide´nticas caracter´ısticas durante todo
el trayecto en su superficie, haciendo irreconocible el punto del cual se parte
la traves´ıa de su recorrido, aunque se parara por e´l en reiteradas ocasiones.
Ahora bien, teniendo en cuenta esta descripcio´n y detallando los puntos A
y B que se resaltan en la figura, podr´ıamos pensar en que la persona que
camina sobre la banda jama´s se dar´ıa por enterada que se encuentra exacta-
mente en el lado opuesto de una seccio´n de la banda que ya piso´, hacie´ndose
irreconocible para ella, la falta de sentido de orientabilidad que existe en este
cuerpo geome´trico. Para entender a que´ hacemos referencia, basta observar
las diferentes posturas que la persona adquiere respecto a los aparentes bor-
des que posee la banda (aunque ya sabemos que esta solo posee un borde,
haremos caso omiso a esta propiedad para comprender porque se dice que
esta superficie es no orientable, por tal motivo en esta ocasio´n asociaremos
la existencia de dos bordes para la banda), pues mientras el basto´n de la
persona en el punto A, apunta hacia el borde 1, el basto´n de la persona en el
punto B, apunta en la direccio´n opuesta del borde 1, sugiriendo que en esta
estructura no existen distinciones de orientabilidad.
Para entender mejor la propiedad de ser no orientable que posee este cuerpo,
construiremos una Cinta de Mobius con un material traslucido, y posterior-
mente, realizaremos el recorrido a trave´s de su superficie con la finalidad de
verificar la no orientabilidad de este objeto. Para este fin sen˜alaremos el pun-
to que da inicio al recorrido de la superficie de la banda, con una flecha de
color verde que apunta en una direccio´n espec´ıfica (hacia la flecha de color
negro), para posteriormente con una flecha de color azul, indicar el inicio
de la traves´ıa sobre este objeto. Para dar claridad del proceso que deseamos
llevar a cabo, en la figura 6.36 se hace evidente la descripcio´n anterior.
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Figura 6.36: Recorriendo la superficie de la Cinta de Mobius traslucida.
Como se observa en la parte resaltada en color rojo de la figura, luego de
dar inicio al recorrido sobre la superficie de la banda, llega un momento en
cual las fechas se encuentran en uno de los puntos de respaldo de la super-
ficie traslucida, es decir, podr´ıamos pensar en que la fecha de color azul se
encuentra en la misma posicio´n que la de color verde, aunque se debe acla-
rar que una se encuentra en la posicio´n de salida (flecha verde), mientras la
otra se encuentra en el respaldo de esa posicio´n (flecha azul). Ahora bien, es
claro en la figura que estas flechas apuntan en direcciones diferentes cuando
ambas se encuentran al respaldo de la otra, pues vemos claramente como en
la parte resaltada de la imagen las dos flechas indican direcciones opuestas
(flecha verde apuntando hacia la parte superior, flecha azul apuntando hacia
la parte inferior), mientras que al momento de iniciar el recorrido, ambas
apuntaban en direcciones ide´nticas.
Pues bien, es este el concepto de no orientabilidad que queremos presentar
para la Cinta de Mobius y solo para aquellos curiosos que deseen comprender
en que se diferencia de una superficie orientable, basta con imaginar el reco-
rrido que se hace en el interior o exterior de una esfera, pues esta en ningu´n
momento esta´ sujeto a cambios de direcciones debido a que esta distingue
caras, y en la banda el recorrido que se hace se genera sobre una u´nica cara.
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Cuando iniciamos el estudio de las propiedades y el comportamiento de nues-
tro cuerpo de estudio, hicimos la apreciacio´n en que esta ten´ıa dos formas
diferentes de representacio´n. Una de ellas la llamamos Botella de Klein y
aseguramos que se encontraba inmersa para un espacio mayor al de tres di-
mensiones, aunque no se hizo ningu´n tipo de estudio de esta descripcio´n. Pues
bien, a continuacio´n seguiremos aprovechando la construccio´n de la banda,
para hacer visible porque esta botella se encuentra inmersa en un espacio
diferente al de tres dimensiones. Para tal fin lo primero que haremos sera´
cortar una cinta de Mobius como se muestra a continuacio´n.
Figura 6.37: Corte sobre una banda de Mobius.
Como era de esperar, se observa que la banda luego del corte adopta una
forma rectangular, adema´s debemos recordar que para nuestro estudio, indi-
camos que no estaba permitido hacer cortes en una superficie, ya que estos
atentan contra la definicio´n que hemos expuesto de continuidad. Por tal mo-
tivo debemos aclarar que solo para efectos del estudio en el comportamiento
de la estructura conocida como la Cinta de Mobius, nos permitiremos realizar
dicho corte (proceso ana´logo al expuesto con los cortes que realizamos sobre
el foamy), todo con el fin de posteriormente hacer evidentes propiedades de
la botella. Pues bien, si acudimos un poco a la teor´ıa de dimensiones encon-
tramos que un recta´ngulo que se dibuja sobre un plano, esta´ inmerso en un
espacio de dos dimensiones pues este solo distingue de un ancho y un largo,
esto siempre y cuando sea el dibujo que se hace sobre la superficie de un
plano como lo es por ejemplo, el realizar la silueta de una figura geome´trica
con marcador sobre la superficie del pizarro´n que los docentes utilizan para
sus clases.
Si analizamos detalladamente la forma rectangular que la banda adopta lue-
6.6. PROPIEDADES DE LA CINTA DE MOBIUS 51
go del corte realizado, encontraremos que esta se encuentra inmersa en un
espacio tres dimensiones (pues su silueta no esta´ dibujada sobre un plano).
La forma de verificar dicha afirmacio´n ser´ıa realizando un proceso similar al
realizado con el zoom en la banda, aunque esta vez, lo realizaremos sobre
uno de los bordes de la tira de papel obtenida.
Figura 6.38: Zoom sobre los bordes de la tira de papel rectangular.
Este zoom que se hace sobre la tira rectangular de foamy, hace evidente
que esta manifiesta las propiedades de un espacio de tres dimensiones. Para
entender esta situacio´n, realizaremos una comparacio´n con una viga que so-
porta las cimentaciones de una casa, pues ambas describen en cada uno de
sus ve´rtices tres direcciones que conocemos con los nombres de ancho, largo
y profundidad. Estas tres direcciones son aquellas que conforman el espacio
tridimensional, y evidentemente se encuentran inmersas tanto en la viga que
soporta una edificacio´n, como en la tira de papel rectangular con la que he-
mos disen˜o nuestra Cinta de Mobius. En la figura 6.39 hacemos evidente este
cuadro comparativo.
Figura 6.39: Comparativo entre una viga y la tira rectangular de foamy.
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Pues bien, ya sabemos que la banda se logra generar a partir de esta tira
de papel rectangular, y tambie´n que la tira tiene inmersa en su estructura
tres dimensiones, por lo tanto, podemos garantizar que en el momento en
que construimos una Cinta de Mobius con esta tira, esta conservara´ las tres
dimensiones descritas. En consecuencia la banda es un cuerpo geome´trico
que esta´ inmerso en nuestro espacio de tres dimensiones.
De momento logramos verificar que la Cinta de Mobius es un cuerpo geome´tri-
co que tiene las propiedades de ser no orientable, de poseer una sola cara,
un u´nico borde y de estar inmersa en un espacio de tres dimensiones. A con-
tinuacio´n utilizaremos estas caracter´ısticas para verificar que la Botella de
Klein tiene comportamientos similares a los de la banda, consecuencia del
encamamiento que la cinta genera en la botella.
6.7. Propiedades de la Botella de Klein
Luego de verificar las propiedades que posee la Cinta de Mobius, utiliza-
remos estas para estudiar las caracter´ısticas y el comportamiento de nuestro
de estudio. Lo primero que debemos tener en cuenta es que nuevamente uti-
lizaremos el encamamiento del que ya hemos hablado con anterioridad, para
generar nuestras conclusiones acerca de la Botella de Klein.
Como primera medida, debemos saber que se hace reiterado en Internet leer
comentarios acerca de la botella tales como que es un cuerpo geome´trico que
posee una sola cara, por ende no tiene borde, ni distingue de interioridad o
exterioridad, adema´s de ser no orientable y de generarse producto de defor-
maciones continuas en la banda de Mobius. Pues bien, nuestra labor consiste
en verificar de alguna manera estas mencionadas caracter´ısticas que forman
parte de nuestro objeto de estudio. Una de estas afirmaciones que se hacen
en la red, la hicimos evidente luego de proyectar deformaciones continuas
sobre la superficie de una cinta de Mobius que en consecuencia generaron la
botella, siendo ma´s precisos, nos referimos a que hicimos visible que en efecto
es posible generar nuestro cuerpo geome´trico de estudio a partir de una o dos
bandas que se manipulan continuamente. Pues bien, a continuacio´n verifica-
remos las dema´s afirmaciones que se hacen frecuentes en la red acerca de las
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propiedades de la Botella de Klein. Para esto utilizaremos nuevamente pro-
yecciones de la botella y la representacio´n en el espacio de tres dimensiones
que hicimos con cierres y tela del encamamiento que genera la banda.
En este punto del escrito queremos hacer evidente que nuestro estudio real-
mente encierra conceptos matema´ticos, y que estos han sido trabajados de
maneras alternativas a las que usualmente se describen en trabajos de cara´cter
matema´tico. Para tal fin citaremos dos definiciones 10 de la nocio´n de orien-
tabilidad que encierra la botella, y posteriormente retomaremos nuestra idea
de trabajo que consiste en hacer evidente dichas propiedades utilizando ma-
teriales. Por tal motivo diremos que “una superficie orientable puede definirse
como una variedad orientable de dimensio´n dos, donde toda curva cerrada
simple contenida tiene una vecindad regular homeomorfa a un cilindro abier-
to... En caso contrario, diremos que cualquier variedad de dimensio´n dos que
no es orientable es una superficie no orientable, es decir, existe al menos una
curva cerrada simple contenida que tiene una vecindad regular homeomorfa
a la Cinta de Mobius...”. Como se hace evidente, si quisie´ramos desarrollar
nuestro estudio con base a este tipo de definiciones, este escrito necesitar´ıa
de un gran rigor matema´tico lo cual escapa de nuestras pretensiones, por tal
motivo una definicio´n que se acomoda ma´s a nuestra metodolog´ıa de trabajo
podr´ıa ser la siguiente: Diremos entonces que “una superficie orientable ce-
rrada, tiene la propiedad de dividir el espacio tridimensional (donde siempre
pueden ser encajadas) en dos regiones diferentes y disjuntas: Una acotada
por dicha superficie que es de volumen finito y otra no acotada exterior a
dicho volumen”. Esta propiedad la utilizaremos para distinguir las superfi-
cies orientables de las no orientables, ya que una superficie no orientable es
aquella que no encierra nada en su interior. Por tal razo´n es imposible pensar
en que las superficies no orientables dividan el espacio tridimensional, pues
estas superficies no pueden ser encajadas en e´l.
Pues bien, de nuevo aclaramos que esta pequen˜a parte del escrito es solo para
hacer evidente que la botella posee una verdadera estructura matema´tica, y
que la manera de esclarecer por medio de esta definicio´n que en efecto este
10Definiciones construidas a partir de los libros Topolog´ıa Munkres, Introduccio´n a la
Topolog´ıa de Margalef Roig, J. y Outerelo Domı´nguez, E., Serie de compendios Schaum
Teor´ıa y problemas de Lipschutz y Curso de Topolog´ıa General de Dı´az, F. y Garc´ıa
Calcines, J
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cuerpo es no orientable, consistir´ıa en imaginar el encamamiento desde la
botella hacia la banda, siendo precisos, imaginar si es posible que la botella
se encaje en un espacio menor al que ella se encuentra inmersa. Pues bien,
para esto necesitar´ıamos que la botella dividiera un espacio menor al que ella
se encuentra, lo cual es imposible puesto que para lograr que esta adopte el
comportamiento de un cuerpo que se encuentra inmerso en un espacio de tres
dimensiones, necesitar´ıamos romper su superficie, dividiendo a esta en dos
secciones que bajo ninguna circunstancia respetan la idea de encamamiento
y continuidad expuesta con anterioridad. Por tal motivo de las definiciones
anteriores, resultar´ıa u´til retomar la idea de que imposible pensar en que
las superficies no orientables dividan el espacio tridimensional, pues estas no
pueden ser encajadas en e´l. As´ı pues, este cuerpo deber´ıa ser no orientable.
Para dar mayor claridad a la descripcio´n anterior, haremos evidente la ruptu-
ra de la superficie de la Botella de Klein. Para esto utilizaremos en la figura
6.40, el software utilizado en el v´ıdeo11 de youtube titulado “The Adventures
of the Klein Bottle”.
Figura 6.40: Corte sobre la superficie de una representacio´n de la botella.
Para concluir acerca de esta propiedad, tendr´ıamos que realizar un estudio
riguroso del porque´ esta estructura no divide el espacio de tres dimensiones,
hacie´ndose necesario estudiar los objetos que se generan producto del corte
en la superficie de la botella, a partir de la teor´ıa de dimensiones, siendo este
el camino para lograr concluir que en efecto esta superficie es no orientable.
Como vemos, esta idea de trabajo escapar´ıa de nuestros objetivos iniciales,
11Video “The Adventures of the Klein Bottle”, publicado en marzo 5 del an˜o 2010, con
direccio´n web https://www.youtube.com/watch?v=sRTKSzAOBr4
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que hacen e´nfasis en mostrar esta inquietante estructura matema´tica, de la
manera ma´s amable posible, dando entender que la lectura de este escrito,
sea apta para cualquier tipo de pu´blico. Por tal razo´n la verificacio´n de esta
propiedad (no orientabilidad) a partir de la informacio´n que nos brinda el
libro de Munkres J. (Topolog´ıa 2002), aunque sea de total confianza y por
supuesto desarrollable desde diferentes marcos teo´ricos de las matema´ticas,
no sera´ tenida en cuenta para el desarrollo de esta propiedad en este escri-
to. As´ı mismo podr´ıamos pensar en que todas las dema´s caracter´ısticas que
describe este objeto, realmente esta´n acompan˜adas de una fuerte estructura
matema´tica (aunque en ellas no se trabaje con un fuerte rigor matema´tico).
Luego de hacer evidente que nuestro cuerpo geome´trico de estudio posee una
verdadera estructura matema´tica, retomaremos nuestra idea de hacer evi-
dentes sus propiedades a partir de las caracter´ısticas propias de la Cinta de
Mobius.
Siendo la botella un cuerpo que se genera producto del encamamiento de la
banda es de esperar que esta se comporte de manera similar a la cinta, o al
menos, que su estructura derive de las propiedades que hicimos visibles con
anterioridad para la banda. Por tal razo´n para verificar una de las primeras
caracter´ısticas del comportamiento de la botella, acudiremos a las figuras 6.27
y 6.28, en las cuales se hizo evidente que con la unio´n por medio de cierres
de dos bandas construidas con tela, era posible generar una representacio´n
para nuestro espacio de tres dimensiones de la Botella de Klein. Pues bien,
estas figuras sabemos que se utilizaron para darnos una idea de lo que es el
encaje de la banda en la botella, adema´s fue muy claro que cuando hicimos
dicha representacio´n, el producto final se obtuvo debido a que cerramos am-
bas bandas como si fuesen un solo objeto. Por tal motivo se debe recalcar
en que si estas cintas se cerraron y sabemos que estas poseen un u´nico bor-
de, entonces la botella carecera´ de este. Para ser ma´s claros, observemos en
detalle nuevamente la secuencia de software extra´ıdo del v´ıdeo de youtube
titulado “The Adventures of the Klein Bottle”, que se expone en la figura
6.41, y luego retomaremos la idea.
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Figura 6.41: Estructura de la superficie de la Botella de Klein.
Como se observa, inicialmente se proyecta la silueta de lo que es la represen-
tacio´n de la Botella de Klein para nuestro espacio de tres dimensiones, la cual
poco a poco se diluye hasta obtener como resultado una banda que represen-
ta la superficie de nuestro cuerpo de estudio. Si quisie´ramos encontrar algu´n
borde sobre el resultado final (representacio´n de la superficie de la botella),
encontrar´ıamos que esta posee un u´nico borde ya que esta banda en realidad
es una Cinta de Mobius. En la ultima figura de la secuencia encontramos que
al realizar el recorrido sobre esta superficie, esta silueta se comporta como
una objeto no orientable, pues sucede exactamente el proceso descrito con
anterioridad para la cinta.
Retomando la idea, hicimos e´nfasis en que las bandas se cerraban y por lo
tanto este nuevo cuerpo carec´ıa de borde, pues bien, la primera figura de la
secuencia proyecciones de la figura 6.41, muestra que en efecto es imposible
encontrar algu´n borde para su superficie, pues al momento de recorrer la
botella, toda la autopista que se demarca en la primera proyeccio´n con apa-
6.7. PROPIEDADES DE LA BOTELLA DE KLEIN 57
rentes bordes de color rojo, se cerrara´ en una autopista de un u´nico color que
para nuestro caso es el anaranjado que diluimos para generar la secuencia.
Pues bien, en esa primera figura de la secuencia se hace claro que es imposi-
ble encontrar algu´n borde sobre la superficie de la botella, es decir, se hace
imposible encontrar ese color rojo que demarcaba los aparentes bordes que
ten´ıa la autopista (en caso de seguir expandiendo el color anaranjado y que
este no se diluya), siendo este proceso ana´logo al que describe la idea de tra-
bajar con las bandas de tela, pues sabemos que al momento de cerrar ambas
para generar un solo objeto, los cierres que hac´ıan el papel de los aparentes
bordes de las bandas se perdieron en su totalidad, siendo ma´s precisos, en
ningu´n momento es posible encontrar rastro alguno de estos broches luego
de cerrarlos (encamamiento), para generar la representacio´n de la Botella
de Klein en nuestro espacio de tres dimensiones. Siendo estas descripciones
ide´nticas en comportamiento, aunque hayan sido trabajadas con materiales
diferentes (tela-software), podemos asegurar que la Botella de Klein producto
del encamamiento en sus representaciones, carece de bordes en su superficie.
Luego de verificar la falta de bordes en nuestro objeto de estudio, daremos
paso a la comprobacio´n de una nueva propiedad del mismo. Para este fin
acogeremos que la Cinta de Mobius es una variedad no orientable, siendo
este el motivo para resaltar de la figura 6.41, el momento en que el color
anaranjado que genera la totalidad de la superficie de la botella comienza a
diluirse hasta desaparecer. En el momento que este color desaparece, se hace
evidente que lo que se demarca como la silueta de la superficie de la Botella
de Klein, es una cinta de Mobius. Ahora bien, si la banda es un cuerpo que
no distingue de orientabilidad, entonces cualquier recorrido que realicemos
sobre la superficie de la botella tendra´ que comportarse de esta manera (no
orientabilidad), por tal razo´n, se hace evidente que en efecto la Botella de
klein es un objeto no orientable (ver proyeccio´n final de la figura 6.41).
Una propiedad ma´s que deseamos hacer evidente acerca de la botella, se ge-
nera consecuencia de la descripcio´n anterior, pues si sabemos que la superficie
de esta adquiere la forma, la estructura y el comportamiento de una cinta
de Mobius, entonces es inmediato asegurar que la botella posee una u´nica
cara, pues la estructura de su superficie es en realidad una banda de Mobius
y esta es una variedad que posee una u´nica cara (lo cual verificamos con
anterioridad).
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Luego de verificar diversas propiedades que posee la botella, haremos evi-
dente una ultima propiedad. Para esto consideraremos el recorrido que un
objeto describe sobre la superficie de una representacio´n de la Botella de
Klein, apoya´ndonos del objeto construido con material traslucido que se ex-
pone en la figura 6.17 (botella de acetato), siendo nuestra idea, hacer evidente
el comportamiento que la propia superficie adquiere respecto a los conceptos
de interioridad y exterioridad. Por tal razo´n realizaremos diversos procesos
de cortes y recorridos sobre su superficie, e introduciremos objetos dentro
de su aparente interior. Adema´s debemos recordar que esta manera de re-
presentacio´n que acogemos de ahora en adelante, fue asumida como tal, sin
realizar ninguna verificacio´n acerca de su naturaleza y comportamiento, por
lo tanto, a medida que trabajemos el concepto de interioridad y exterioridad,
nos veremos en la obligacio´n de esclarecer si esta es en verdad una forma que
representa a la Botella de Klein, con el fin de lograr que los procesos que
describamos sobre este objeto tengan validez en nuestro estudio.
Lo primero que haremos con esta representacio´n es hacer evidente que esta
posee puntos interiores, o que al menos aparenta tenerlos. Para esto reali-
zaremos un cuadro comparativo entre el interior de un cubo traslucido y la
botella, y a la vez, introduciremos pelotas de pimpon en las caras que sim-
bolizan su interior como se observa a continuacio´n.
Figura 6.42: Pimpones en el aparente interior de las estructuras de aceto.
De la figura observamos como en efecto las dos estructuras aparentan poseer
puntos interiores, pues se hace claro para ambas, que las pelotas de pim-
pon aparentan crear una clara distincio´n para los conceptos de interioridad
y exterioridad. Ahora bien, si esto es cierto, entonces todo lo relacionado en
Internet acerca de este cuerpo ser´ıa informacio´n erro´nea, por tal razo´n debe-
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mos ser cuidadosos con la forma de desarrollar esta afirmacio´n. As´ı pues para
esclarecer esta situacio´n, debemos realizar procesos ana´logos a los descritos
para la botella que fue soplada en vidrio, aunque en esta ocasio´n nuestro
intere´s radica en verificar la existencia de puntos interiores o exteriores en
dicha estructura.
Para desarrollar esta idea de interioridad, cubriremos la superficie de los
cuerpos de acetato con pintura de color violeta. La idea consiste en sellar
con este color toda la traves´ıa sobre ambas superficies, es decir, cubrir en
su totalidad la superficie de ambas estructuras, para finalmente comprender,
si en realidad existen diferencias entre estos cuerpos, o por el contrario, si
ambos se comportan de manera similar. En la siguiente figura observamos
dicho proceso.
Figura 6.43: Cubriendo la superficie de las estructuras de acetato.
De la figura observamos que el color violeta se hace presente en la totalidad
de la superficie de ambas estructuras. En este momento cualquier persona
podr´ıa pensar que si los pimpones que se encontraban dentro de ambas es-
tructuras desaparecen de la vista, es porque la pintura cubrio´ la cara externa
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de los objetos de acetato, dando a entender, que estos pimpones deben en-
contrarse en las caras internas y que adema´s deben encontrarse sin rastro
de pintura, debido a la proteccio´n que les ofrece la cara externa de ambas
estructuras de acetato. Esta idea de razonar ser´ıa la mas coherente posible,
dado que habitualmente esto es lo que sucede. Ahora bien, con el fin de es-
clarecer esta situacio´n, existe la necesidad de realizar un corte sobre ambos
cuerpos con la intensio´n de verificar si en realidad sucede esta descripcio´n.
Figura 6.44: Cortes sobre los cuerpos de acetato (cubo y botella).
De la figura podemos observar que al terminar los cortes sobre ambos cuer-
pos de acetato, el pimpon que se encontraba en el interior del cubo conserva
su color original, es decir, a pesar de que se cubrio´ con una gran cantidad
de pintura de color violeta la cara traslucida del cubo de acetato, esta no
logro´ permear la cara interior del objeto, dando a entender que en efecto,
dicha estructura distingue de puntos interiores y exteriores a su superficie.
Ahora bien, si detallamos el resultado final luego de realizar el corte sobre
la superficie de la botella de acetato, encontramos que el resultado se tor-
na diferente. Vemos que en este objeto las pelotas de pimpon se tornan con
el color violeta que cubr´ıa la aparente cara exterior de esta estructura, con
lo cual se hace evidente que la aparente cara exterior de esta superficie, en
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realidad no se comporta como tal. Ahora bien, si esta estructura no posee
una cara exterior, como consecuencia podemos asegurar que tampoco posee
puntos exteriores a su superficie, dando a entender que esta estructura no
distingue de exterioridad.
Se dice del cubo que este es un cuerpo cerrado que distingue puntos interiores
de exteriores, que como consecuencia, generan la distincio´n de exterioridad e
interioridad descrita anteriormente, por otra parte, se dice que la Botella de
Klein es una estructura no orientable abierta, que como consecuencia, anula
la existencia de puntos interiores y exteriores a su superficie. Para comprender
esta u´ltima descripcio´n, utilizaremos los cuerpos obtenidos luego de culminar
los cortes sobre los cuerpos de acetato, con el fin de verificar, si estos se com-
portan como una estructura cerrada (cubo) y como una estructura abierta
(botella). Para esto utilizaremos thiner (disolvente) para remover los rastros
de pintura sobre la superficie de la cara externa del cubo, y por supuesto,
realizaremos el mismo proceso sobre la cara que pintamos de la superficie de
la botella (que sabemos no es una cara externa).
Figura 6.45: Removiendo la pintura de los cuerpos de acetato.
Es claro que al remover parte de la pintura que utilizamos para cubrir el
cubo, nuevamente se evidencia que el material es traslucido, pues vemos con
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claridad a trave´s de la seccio´n de pintura removida, que al frente se encuentra
la cara opuesta de esta seccio´n de superficie. Esta descripcio´n permite en-
tender porque se dice que este es un objeto cerrado, ya que la pintura como
aclaramos anteriormente, no forma parte de secciones diferentes a la cara ex-
terna. Ahora bien, cuando realizamos el proceso sobre la botella el resultado
es diferente, pues observamos que al remover pintura de diferentes secciones
de su superficie, esta no evidencia que el material sea traslucido, es decir,
se hace imposible ver a trave´s de su superficie alguna seccio´n de la misma
que se encuentre al frente de esta (como sucedio´ en el cubo), pues siempre
encontraremos el rastro del color violeta en la cara opuesta a la superficie
traslucida, con lo cual podemos concluir que este objeto es abierto. Ahora
bien, siendo la Botella de Klein una estructura abierta que posee una sola
cara, se hace inmediato concluir que esta no distingue de puntos exteriores
ni interiores para su superficie, por lo tanto, queda por verificar que en efec-
to esta forma de representacio´n que adoptamos para la Botella de Klein en
realidad se comporte como tal. Para esto comprobaremos de manera ana´loga
a procesos anteriores que las estructuras de acetato de color violeta, son dos
bandas de Mobius, y de ser as´ı, todo los descrito para el objeto de acetato
tomar´ıa validez. Observemos la siguiente figura.
Figura 6.46: Cubriendo los aparentes bordes de la estructura de acetato.
Se hace inmediato ver de la figura que este cuerpo se comporta como la Cin-
ta de Mobius, pues vemos que la totalidad de sus superficie ha sido cubierta
con el color violeta que escogimos para pintarla (una sola cara). Adema´s se
ve con claridad, que los aparentes bordes que esta describe en su estruc-
tura, en realidad se comportan como uno solo, pues logramos cubrirlos en
su totalidad realizando un u´nico recorrido a trave´s de ellos utilizando hilo
de color amarillo. Por tal razo´n esta estructura posee un un solo borde, y
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a la ves si realiza´ramos el proceso descrito con anterioridad para verificar
que esta estructura es no orientable, el proceso ocurrir´ıa de igual manera
(proceso ana´logo al de las fechas que indicaban direcciones contrarias para
sus contra-caras). Por tal razo´n se hace evidente que esta estructura es una
Bandas de Mobius, y en consecuencia, la forma utilizada para representar
la Botella de Klein que se expone en el libro “topolog´ıa desde la infancia”,
es correcta. As´ı pues, luego de hacer evidente que la botella construida en
acetato se comporta como una representacio´n de la Botella de Klein, con
toda seguridad podemos concluir que la Botella de Klein es un objeto que
no distingue interioridad ni exterioridad.
As´ı pues hemos verificado a trave´s de la implementacio´n de materiales y pro-
yecciones de software las propiedades ba´sicas que describe este maravillosos
cuerpo geome´trico que recibe el nombre de Botella de Klein, claro esta´ que
para esto, fue totalmente necesario utilizar diversas representaciones de esta
para llevar a cabo la ejecucio´n de los objetivos que inicialmente trazamos
para nuestro trabajo.
Cap´ıtulo 7
CONCLUSIONES
Siendo la Botella de Klein una estructura que se genera producto del
encamamiento de la Cinta de Mobius donde la interseccio´n de su propia
superficie no ocurre, existe la necesidad de someter a estudio diferentes
representaciones de esta, para comprender la naturaleza de la misma.
La estructura geome´trica que habitualmente se conoce como botella de
Klein, en realidad no es tal objeto, pues dicha estructura es simplemente
una representacio´n que utilizamos en el espacio de tres dimensiones, que
nos permite acoger una idea del comportamiento de la misma.
Una botella de Klein es una estructura matema´tica que escapa de nues-
tra visualizacio´n, pues para generar dicho cuerpo existe la necesidad de
aumentar una nueva dimensio´n que haga de su estructura, una varie-
dad que trasciende a un espacio mayor al tridimensional, consecuencia
del encamamiento que genera la Cinta de Mobius.
El uso adecuado de recursos pedago´gicos tales como material dida´ctico
y software, son una buena estrategia para estudiar los comportamientos
de figuras geome´tricas que poseen una estructura similar a la botella
de Klein, como lo puede ser por ejemplo, una cinta de Mobius.
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